Sur les semi-caracteres des groupes de Lie resolubles connexes  by Charbonnel, Jean-Yves
JOURNAL OF FUNCTIONAL ANALYSIS 41, 175-203 (1981) 
Sur les semi-caracteres des groupes de 
Lie resolubles connexes 
JEAN-YVES CHARBONNEL 
UER de Maths, Universite’ Paris VII, couloir 45-55, 5” &age, 
2 Place Jussieu 75005, Paris, France 
Communicated by the Editors 
Received July 1980 
Let G be a connected solvable Lie group, rz a normal factor representation of G 
and IJI a nonzero trace on the factor generated by G. We denote by g(G) the space 
of C”O functions on G which are compactly supported. We show that there exists an 
element u of the enveloping algebra U(t&) of the complexification of the Lie 
algebra of G for which the linear form (o M v(x(u * o)) on Q(G) is a nonzero semi- 
invariant distribution on G. The proof uses results about characters for connected 
solvable Lie groups and results about the space of primitive ideals of the enveloping 
algebra U(&). 
INTRODUCTION 
Considerons un groupe de Lie connexe G. Une representation’ factorielle rc 
de G est dite normale s’il existe v, dans le cone des elements positifs de la 
C*-algebre de G, C*(G), pour lequel l’operateur r((p) est non nul et a trace 
relativement au facteur engendre par 7~. Dans [20], Pukanszky demontre que 
tout ideal primitif de C*(G) est le noyau d’une representation factorielle 
normale et d’une seule a quasi-equivalence pres. On s’interesse ici au cas 
resoluble. Dans [ 10, 121, Khalgui et Pedersen montrent, separement, que 
lorsque G est resoluble et sous certaines conditions portant sur le noyau de 
rr, l’operateur 71((p) est i trace relativement au facteur engendre par rr, pour 
tout cp dans l’espace Y%(G) des fonctions C” a support compact sur G. On 
obtient ici le thioreme suivant: 
Soient G un groupe de Lie rholuble connexe et n une reprhsentation 
factorielle normale de G. Alors il existe a, dans g(G) tel que l’opkrateur z((p) 
soit non nul et d trace relativement au facteur engendre’ par 7~. 
’ Dans cet article, une representation de G est une representation unitaire continue dans un 
espace de Hilbert separable. 
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Le theoreme precedent etait connu pour presque tomes les representations 
(relativement a la mesure de Plancherel). C’est evident pour les groupes 
unimodulaires et il a it& demontre en general par Pukanszky [ 18, p. 5933. 
Pour demontrer ce theoreme, on utilise, outre des mlthodes des articles 
[ 16-181, un resultat de J. Dixmier sur la structure du spectre primitif de 
l’algebre enveloppante U(0,) du complexif% 8, de l’algebre de Lie t% de G. 
On obtient le resultat plus p&is: 
Soient G un groupe de Lie rksoluble connexe, n une reprksentation 
factorielle normale de G et Y une trace sur le facteur n(G)” engendre’ par 7~. 
Alors il existe u dans U(B,) tel que pour tout rp dans g(G) l’opirateur 
n(u * q) soit a’ trace relativement ti n(G)” et tel que la distribution 
(o -+ Y(n(u * (4)) sur G soit non nulle et semi-invariante. 
Le resultat cite plus haut est alors consequence de celui-ci. D’apres la 
theorie des semi-caracteres developpee par Pedersen dans [ 121, la 
distribution a, -+ Y(u(n(u * rp)) caracterise la representation 7c a quasi- 
equivalence prts. Pedersen a dlmontre dans [ 121, l’existence de semi- 
caracteres distributions associes a 71, mais ce resultat ne permet pas de 
prouver l’existence de p dans g(G) pour lesquels X((P) est non nul et i trace 
relativement a T(G)“. Pour demontrer le resultat ci-dessus, on prouve l’ex- 
istence de mesures semi-invariantes ur la projection sur O* de l’orbite 
generalisee associee i 7c, qui defmissent des distributions temperees ur le 
dual 8* de 6,. Ceci avait ete obtenu par Pedersen, dans [ 121, par une 
mithode differente. D’aprts [ 141, il semblerait que ce resultat soit interessant 
pour itudier certaines proprietis de symmetrie de L’(G), lorsque G est 
exponentiel. 
Je remercie M. Duflo pour l’interet qu’il a porte a ce travail. 
I. NOTATIONS ET ENONCES DES PRINCIPAUX RESULTATS 
A. Notations 
I. 1. Soit G un groupe de Lie resoluble connexe, d’algebre de Lie 6. 
Designons par 05, la complexiliee C & 8 de t5, par r l’enveloppe 
algebrique de Ad(G) dans GL(B,) et par G la composante neutre de 
TfT GL(B), pour la topologie de groupe localement compact. 
1.2. Si V est un espace vectoriel sur W ou C, v* est son dual. 
1.3. Si H est un groupe de Lie d’algebre de Lie 8, operant dans E, on 
note H(x) le stabilisateur de x et $j(x) l’algebre de Lie de H(x) (x E E). 
Dans ce qui suit, on considke les representations adjointe et coadjointe de G 
et celles de c et r qui s’en deduisent. 
1.4. On note U(t5,) l’algebre enveloppante de 8, et Prim(U($)) 
l’espace des ideaux primitifs de U(B,), muni de la topologie de Jacobson. 
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1.5. On lixe une mesure de Haar i gauche dg sur G. L’espace @(G) des 
fonctions 0, a support compact sur G, s’identifie alors a un espace de 
distributions. Pour X dans 8, notons pX la distribution sur G: q -+ bX, q) = 
(d/dt) q(exp(tX))]l=O (a, E Q(G)). L’homomorphisme X-+pX de 0 dans 
l’espace des distributions sur G se prolonge, de facon unique, en un 
isomorphisme de U(B,) sur l’espace des distributions de support (e}. On 
identifie U(Ej,) a cet espace via cet isomorphisme. La convolution des 
distributions dtfmit done deux representations, notees (u, p) + u * o et 
(u, 9) + p * U, de U(0,) dans g(G). 
1.6. Si H est un groupe localement compact, on note C*(H) la C*- 
algebre du groupe H, C*(H)’ le cone des elements positifs de C*(H) et 
Prim(H) l’espace des ideaux primitifs de C*(H). 
1.7. Si rt est une representation unitaire de G et si v, est dans L’(G), on 
note X((P) l’operateur I, rr( g) q(g) dg. Si 8 est l’espace de z, on dlsigne par 
rm l’espace des vecteurs C” de la representation rtet rr, la representation 
de U(B,) dans Rm, associee a rr. Pour tout u dans U(B,), l’operateur X,(U) 
est fermable et sa cloture est notee [T,(U)], Pour tout u dans U(BJ et pour 
tout v, dans g(G), on a les relations: 
Enlin on designe par Ker TZ le noyau de rt dans C*(G). 
1.8. On note X-+8 la conjuguaison de OS pour laquelle l’ensemble des 
points fixes est egal a @. L’involution X-t -X de Vjc se prolonge, de facon 
unique, en une involution de U(O,), notee u -+ u*. Si rc est une representation 
unitaire de G, pour tout u dans U(B,), on a la relation 71,(u)* 3 rc,(u*). 
1.9. Pour X dans 0, posonsj,(X) = Idet((l - e-““)/adX)( et notons dX 
la mesure de Haar sur 8 telle que d(exp X) = j,(X) dX. Si v, est une fonction 
a dicroissance rapide sur 0, on note o- sa transform&e de Fourier: 
(p*(Z) =1 (o(X) exp(i(L X>) dx [I E GX). 
6 
I. 10. Soit T l’ensemble des elements X de (s pour lesquels ad X n’a pas 
de valeur propre de la forme 271 in (n # 0 et n E Z). L’ensemble T est ouvert 
dans 8 et son image par l’application exponentielle, expG, de G est un ouvert 
de G. Notons le %K Si G est simplement connexe, la restriction de exp, a T 
est un diffeomorphisme de T sur TY. 
I. 11. On designe par G, le revetement universe1 de G, par w 
l’homomorphisme canonique de G, sur G et par Z,T le noyau de w. 
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B. Ideaux primitifs dans C*(G) et representations factorielles normales 
Dans ce qui suit, on utilise les representations coadjointes de G et G,. Soit 
I dans 6*. On note, comme Pukanzky, G,(I) le stabilisateur eduit de 1 [ 18, 
p. 4921. Si 8 est une polarisation positive en 1 et si X est dans 8(l), la partie . . imagmaire de -tr,c,a adX ne depend pas du choix de s [ 1, V, 4.3.81. On note 
e(X) cette partie imaginaire. Soit t7 un caractere unitaire de G,(l) dont la 
differentielle st il,cs(r, + l/28. Soit b une polarization positive en 1 stable par 
G,(l) et telle que $ n [tBc, Bc] soit une polarisation en f = l,IQ,ajl, stable par 
G,(f). Posons a = 8 n sj et notons D,, le sous-groupe analytique de G, 
d’algebre de Lie a, et D le sous-groupe G,(l)D,. Alors d est ferme dans G, 
et rl se prolonge de facon unique en un caractere unitaire de d (note aussi v) 
dont la differentielle st il,, + l/20 (si X E a, 0(X) designe encore la partie 
imaginaire de -tr ec,a ad X). Sur l’espace des fonctions (p sur GL veriliant les 
relations rp(xy) = 1 det,&d y)] p(x), p our x dans G, et y dans D, on lixe une 
mesure G,-invariante, notee: rp + f &x) dr. 
Notons R(l, q, 6, G,) l’espace de.Hilbert complete de l’espace des q, Cm 
sur G,, verifiant les conditions suivantes: 
lo. I = q(y))’ 1 det,,(Ady)~“* q(x) pour x dans G et y dans D. 
2. d c&,W* dx < +m. 
3”. X * (o = (-i(1, X) + l/2 tr6c,5(adX)), pour X dans 8. 
On designe par ~(1, q, 8, G,) la representation delinie par translations a 
gauche de G, dans Z(1, n, $3, G,). 
PROPOSITION I. 1 [18, Theoreme 1. p. 5 121. La representation 
~(1, n, 5, G,) est factorielle semi-jinie et sa classe ne depend pas du choix de 
8. Elle est de type I si et seulement si G,(1) est d’indice fini dans G,(l). 
- 
On note G,(l) l’ensemble des caracteres unitaires de G,(l) dont la differen- 
tielle est il,,,,,s28 et 9((li*) l’ensemble des couples (1, q) ou 1 est dans 
(s* et q dans G,(l). D’apres la Proposition I. 1, on detinit une application de 
9(8*) dans Prim(G,), notee Jc,, en posant: Jc,((l, n)) = Ker ~(1, q, sj, G,). 
La restriction de ~(1, n, qj, G,) a Z, (notation I.1 1) est multiple de la 
representation triviale si et seulement si q est trivial sur Z,. 
DEFINITION 1.1. On dit que la forme lineaire 1 sur (5 est G-ad$ssible 
s’il existe r7 dans G, (1) trivial sur Z, . Si 1 est G-admissible, on note G (1) l’en- 
semble des caractires unitaires de G,(l), triviaux sur Z, et on designe par 
g(G) l’ensemble des couples (1, r) ou 1 est dans @* et G-admissible t q est 
dans fi. 
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Si (I, ‘I) est dans 9(G), la reprlsentation n(l, q, 8, G,) dkfinit par passage 
au quotient une reprtsentation de G, notCe n(l, v, 8, G). D’aprGs la 
Proposition 1.1, on dCfinit une application de 9(G) dans Prim(G), notCe J, 
en posant: J((1, II)) = Ker 7c(I, r,+, $j, G). Notons z la relation d’kquivalence 
sur 3((5*): pZp’ o JoS(p) = JGs(p’). Alors 9(G) est invariant par t: et pour 
p, p’ dans 9(G), J(p) est kgal B J(p’) si et seulement si p.Zp’. 
PROPOSITION I.2 [ 19, Thkorkme p. 114; 20, ThCorkme 1 p. 119; 20, Prop. 
3 p. 111; 20, Section 61. 
IO. L’application p + JoS(p) depnit par passage au quotient une 
bijection de 9(0*)/z SW Prim(G,). 
2”. L’appliction p -+ J(p) d&nit par passage au quotient une bijection 
de g(G)/CI3(G) sur Prim(G). 
3O. L’image de la Z-orbite de (1,~) par la projection (1, r) -+ 1 est 
Padhkrence de G . 1 dans G s 1. 
4’. Tout id&al primitif de C*(G,) (resp. C*(G)) est le noyau dkne 
repkentation factorielle normale de G, (resp. G) et dune seule ci quasi- 
kquivalence p&s. 
Y. L’idkal J,s((l, q)) est de type I [20, p. 11 l] si et seulement si G,(l) 
est d’indice fini dans G,(l) et Porbite G . 1 est localement fermke dans (tj*. 
Dans ces conditions, il existe un entier n tel que (G,(l):G,(l)) = n2 et la 
reprksentation ~(1, II, sj, G,) est kquivalente ci nn’ oti X’ est une reprksentation 
irrkductible normale de G,. 
11 est clair que l’assertion 2 rCsulte de l’assertion 1 et que la deuxiime 
partie de 4’ rksulte de la premikre partie de cette assertion. Notons ,%’ la 
relation d’iquivalence SW 8* pour laquelle la classe d’kquivalence de 1 
(1 E @*) est l’adhkrence de G ’ 1 dans G . 1. D’apris les assertions 2 et 3 de 
la proposition prkldente il existe une application, notke J+ B(J), de 
Prim(G) dans 8*/g. 
C. Enonce des principaux rt%ultats 
Soient II une reprksentation factorielle normale de G, z(G)” le facteur 
engendrk par z(G) et L’(n(G)“) l’espace des oplrateurs i trace relativement 
i n(G)” muni de la topologie induite par la norme trace. DCsignons par Z le 
noyau de z,. D’apris [S, Theorem 3.5 et 3.61, Z est un idial primitif de 
U(B,) et l’intersection I’ des idkaux primitifs de U(B,), contenant stric- 
tement I, contient strictement I. L’idCal I est stable par I’involution v -+ v* 
(notation 1.8). Celle-ci dbfinit, par passage au quotient, une involution de 
U(GJZ, notte u--t u *. D’aprks (Proposition 11.2(ii)), il existe des semi- 
invariants non nuls dans F/I, pour I’action de G dans I//I. Soit u un tel 
semi-invariant. 
180 JEAN-YVESCHARBONNEL 
THBOR~ME 1.1. Reprenons les notations x, I, I’, u, L’(z(G)“) ci-dessus. 
Soit v un reprhentant de u*u dans U(@,). Alors il existe un entierpositifou 
nul k tel que Papplication rp-t n(vk * cp) envoie contlnument g(G) dans 
L’@(G)“). 
Designons par Y une trace non nulle SW le facteur n(G)“. 11 resulte de la 
theorie des semi-caracteres developpee par Pedersen [ 121 que la distribution 
q+ Y(n(vk * cp)) sur G caracterise rc a quasi-equivalence pres. Notons que, 
dans les conditions du theorime, Pedersen a demontre qu’il existe un 
opirateur non nul A, fermt, de domaine dense, semi-invariant dans l’espace 
de z, affilie a z(G)” tel que la cloture de l’operateur A*$rp) A soit tracable 
pour tout v, dans g(G), de sorte que p + Y(A*n((p) A) est un semi-caractere 
distribution (cf. ] 121). 
Supposons dans ce qui suit, G simplement connexe (G, = G). Pour tout a 
dans 9?(r), on note & la fonction C” sur G, Q support contenu dans ?F et 
telle que pour tout X dans 6, on ait: c(exp,(X)) =J’;‘(X) a(X). Pour 
simplifier, posons @ = B(Ker rr). 11 existe une fonction analytique unique Pb 
sur %X(B) = 8(l) + [8, (li] (1 E a), telle que: 
( 1”) P&(X + Y) = P;(x) p our X dans 8(l) et Y dans [S, (ti]. 
(2”) Pb(X) = (det(sinh u(X)/u(X)))“’ au voisinage de 0 dans 6(l) avec 
u(J4 = l/2adw6,,, X pour X dans O(1). 
La fonction PL est G-invariante. D’apres [8, 4.1.5, p. 1181, cette fonction se 
prolonge en une fonction C” sur @, G-invariante, qui ne s’annule pas dans 
r. Notons P, un tel prolongement. L’operateur [7c~(v*u)] (v representant 
de u dans U(B,)) est semi-invariant et symetrique. Son poids prend done des 
valeurs reelles et positives et d’apris [22, Theoreme 21, il lui correspond une 
fonction ij~,*~ sur b, semi-invariante t de meme poids. 
PROPOSITION 1.3. Soient z, I, I’, 8, vu*,,, P, comme ci-dessus. 
Dbignons par v un reprhentant de u*u dans U((fi,) et Y une trace non 
nulle sur x(G)“. I1 existe une mesure positive G-invariante, pB sur B et un 
entier positif ou nul k qui ve’rifient les conditions suivantes: 
(i) la mesure ~,*,,(l)~ dp,(l) sur B dt$nit une distribution tempe’re’e 
sur (fj*. 
(ii) pour tout a dans g(F), l’oph-ateur x(vk * &) est ci trace 
relativement ci x(G)” et on a: 
Y(n(vk * a-)) = ,f y/,*,(l)k (aP,‘)- (1) dPe(l>. 
m 
Pupposons la representation 7t de type I. Choisissons 1 dans @ et q dans 
G (1) tel que J((1, q)) = Ker rc. D’apres la Proposition 1.2, d = G . I, 
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[G(I):G(E)] t f es mi et 7c est quasi-equivalente a ~(1, q, 8, G). Designons par p 
la mesure sur B normalike comme en [ 1, p. 18-201. 
PROPOSITION 1.4. Reprenons les notations 71, I, I’, 8, u, vuau, P,, 1, q, p 
ci-dessus. On suppose la reprhentation 7~ de type I. 
(i) II existe un entier k positif ou nul tel que la mesure yl,,*,(~)~ dp(x) 
sur d depnisse une distribution tempPrt!e sur 6*. 
(ii) Soient k un entier v&riJiant (i) et v un rephentant de u*u. Pour 
tout a dans g(T), qn a: 
tr[4, r, 8, G)( vk * &)I = [G(Z) :G(I)] j” v/,,,(x)” (aPi’)- (x) d/3(x). 
P 
On suppose toujours G simplement connexe. Pedersen a obtenu dans [ 121 
le theoreme suivant: 
TH~OR~ME 1.2. II existe un semi-invariant u, non nul, dans U(B,) et un 
ouvert de Zariski 2 tels que Pophateur z(u * p) soit ci trace relativement ti 
z(G)” pour tout p dans g(G) et pour toute reprhentation factorielle normale 
n telle que @(Ker z) soit contenu dans 8. 
II. SEMI-INVARIANTS DANS CERTAINS SOUS-QUOTIENTS DE U(0,) 
A. Pour simplifier les notations, on notera U au lieu de U(8,). Le 
groupe r (notation 1.1) opere dans le dual SE de 8,, via la representation 
coadjointe. Comme G est connexe, r est irreducible. On tixe dans ce qui suit 
un ideal primitif I de U. D’apres [4, Theoreme 6.4.41, l’application de 
Dixmier, notee Z-t 1(l), de O$ dans Prim(U) est continue. Cette application 
delinit par passage au quotient une bijection de 06, sur Prim(U) (cf. [4, 
Theoreme 6.5.121). Notons I -+ a(1) la bijection reciproque. Dtsignons par 
Q(Z) l’adherence de 0(l) dans SE. D’apres [23, Prop. 5.11 il existe un 
homomorphisme, note u + q,, du sous-anneau de U/I, engendre par les semi- 
invariants de U/I, pour I’action de r dans U/I, dans le corps des fonctions 
rationnelles ur a(Z). En outre, si u est semi-invariant de poids x, la fonction 
vu est semi-invariante de meme poids. L’homomorphisme u+ (D, est decrit 
par la proposition suivante: 
PROPOSITION II. 1. Soit u un semi-invariant de poids x. Dbignons par dx 
la d@!rentielle de x et par Gjx le noyau de la forme Maire dx 0 ad sur 6,. 
Notons enfin pX la projection canonique de S*, sur le dual 05: de 8,. 
580!41/? 4 
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(i) L’tGment u de U/Z est duns U((s,)/Zn U(6,). 
(ii) L’orbite Q(Z) est kgale d p;‘(pJQ(Z))) et on a: Q(Z) = 
p; ‘(p@(Z))), oli p,(Q(Z)) dksigne l’adhkrence de p&Q(Z)) duns 6;. 
(iv) Pour tout 1 duns a(l), l’idkal primitifZ(p#) de U(GJ, associk ti 
p,(l) par Papplication de Dixmier, contient In U(6,). 
(v) Pour tout 1 duns O(Z), il existe un scalaire unique (p,(l) pour 
lequel u - p,(l) est duns Z(pJl))/Z n U(B,). Alors la fonction l+ q,(l) sur 
Q(Z) est rationnelle et semi-invariante de poids x. La fonction q, est continue 
pour la topologie de O(Z) induite par la topologie usuelle de 0:. 
Notons I’ l’intersection des ideaux primitifs de U, contenant strictement Z. Si 
I est maximal, I’ est egal a U. L’idtal I’ est toujours distinct de Z, d’apres [4, 
Prop. 6.5.11 ]. 
PROPOSITION 11.2. (i) Soit u un semi-invariant de U/Z. Alors la 
fonction fp, est nulle sur m\Q(Z) si u est duns Z’/Z. En outre, si u n’est pas 
nul, la fonction (4, ne s’annule pas sur Q(Z). 
(ii) L’idkal Z’lZ de U/Z contient des semi-invariants non nuls. 
(iii) Si Z’/Z contient un &!ment non nul, invariant par r, alors Porbite 
Q(Z) est ferme’e. 
La demonstration de la Proposition II.1 utilise le lemme suivant: 
LEMME II. 1. Soient u, 1, 8,, p, comme duns la Proposition II. 1. Soient 1 
duns Q(Z) et f = 1, Qx = p,(l). Alors: 
(i) l’algt?bre de Lie O,(l) est contenue duns 8, 
(ii) l’algGbre de Lie O,(f) est contenue duns 8,, 
(iii) si u est non nul et x non trivial, alors O,(f) contient strictement 
wo 
DI~MONSTRATION. 11 est clair que l’on peut supposer u non nul et x non 
trivial. Dans ces conditions, (5, est un ideal de codimension 1 de 8,. 
Rappelons une notation de [4,5]. Si $j est une sous-algebre de (Ii, 
subordonnte a 1, on designe par ind-(l,,, 0,) la representation de 8, induite 
par la representation de dimension 1 de 8: X-+ (I, X) + l/2 tr,c,8adX 
(X E 5) (b,,~ ad X est la trace de l’operateur de 0,/B que definit ad X par 
passage au quotient). Si 8 est une sous-algebre de 8, subordonnee af, on 
definit de manibe analogue ind-u8, OX). 
(i) Supposons que E,(Z) n’est pas contenue dans 8,. On a alors 
B,(l) = Occf). D’apres [4, Theoreme 6.1.11, on peut trouver une sous- 
algebre 8 de 8,, subordonnee a 1 et de dimension maximale, pour laquelle 
les representations ind”(l,,, 8,) et ind-Cf;w”,x,sX) sont irrtductibles. 
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Designons par L (resp. L’) l’ideal a gauche de U (resp. U(Q,)) engendre par 
Qc est equivalente a la representation de 8, dam U/L od 8, opere par 
multiplication a gauche. De meme la representation ind-(Jm4. OX) est 
equivalente a la representation de 8, dans U(B,)/L’, ou 8, opere par 
multiplication a gauche. Posons W= U/L et W’ = U((fi,)/L’. D’apres ce qui 
precede, W contient W’. Soit Y dans OdZ) qui n’est pas dans 8,. Comme Gi, 
est un ideal, le sous-espace W” des elements w de W’ tels que Ye w soit dans 
W’ est invariant par U(B,). L’element Y &ant dans Jj, Ye e (e image de 1 
dans U/L par l’application canonique de U sur U/L) est proportionnel a e. 
La representation de U(@,) dans W’ &ant irreductible et W” &ant non nul, 
on a: W” = W’. La representation de U dans W &ant irreductible, Y et 
U((fi,) engendrant U, d’apres le theoreme de Poincare-Birkhoff-Witt, 
l’espace W est Cgal a W’. L’element u &ant invariant par 8,, u est scalaire, 
d’apris [4, Prop 2.651. On aboutit a une contradiction. L’algebre de Lie 
O,(I) est done contenu dans 8,. 
(ii) resulte de (i). 
(iii) Les differences dim 0jc - dim G&) et dim GX- dim Odf) sont des 
entiers pairs. D’apres (ii), O,(J) = @$J). Comm 6x est de codimension 1 
dans 8,, O&j) et O,(Z) n’ont pas la m2me dimension. L’algebre de Lie 
Scdf) contient done strictement OdZ). Q.E.D. 
Dtmontrons la Proposition II. 1. 
(i) resulte de [2, Lemme 6.5 et Satz 6.11. 
____ - 
(ii) L’egalite P;‘(P@~(Z)))=R(Z) resulte de [23, Prop. 5.1 et 3.71. 
Designons par 0; l’espace des formes lineaires sur 8 c, nulles sur 8,. 
D’apres l’assertion (iii) du Lemme 11.1, l’orbite Z’(J). E est ouverte dans 
I+ Of. Comme les orbites de Z(J) dans I+ 0; ont toutes la meme 
dimension, l’orbite Z(J). I est fermte et egale a I + 0:. Par suite, on a: 
JW) = P;‘(P#W)) et W> = P;’ (PAR(Z))). 
(iii) I1 resulte de [4, Lemme 6.5.11 que pour tout f dans p@2(1)), I(f) 
contient Zn U(GJ. D’apres la continuiti de l’application de Dixmier, pour 
Ef dans p@(Z)), Z(f) contient Zn U(B,). Par suite, pour tout I dans 
0(Z), I(pJZ)) contient zn U((siJ. 
(iv) D’apres (i), u est dans le centre de U(GJZf7 U(O,>. D’apres [4, 
Prop. 2.651, pour tout f dans p&l(Z)), 1 i existe un scalaire unique p:(J) tel 
que u-&(J) soit dans Z(f)/Zn U(B,). La fonction Z-1 p,(Z) = q$(pLl)) 
virifie la condition de I’assertion. Montrons que la fonction ~0; est ration- 
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nelle, continue pour la topologie de pm induite par la topologie usuelle 
de 0: et semi-invariante de poids x. Soient d la dimension maximale dune 
sous-algebre de 8, subordonnee a un point de p@!(Z)) et U’ un representant 
de u dans U(8,). Reprenons les notations de [4, Lemme 6.4.11. On rappelle 
que T,, est l’ensemble des points t = (f, 8) de 0: x Gr(@,, d) tels que !$ soit 
une sous-algebre de GX subordonnee a f, que p(t) est la representation 
ind-(f18, ox) et que Pd.,,, est l’ensemble des points t de Td tels que p(t)(d) 
soit une homothetie de rapport x(t). D’apres les assertions (i) et (ii) du 
lemme cite, F,,,, est une partie fermee de 0; x Gr(B,, d) et l’application 
t-+x(t) sur Fd,us est regulike. L’image de I;,,,, par la projection (f, sj) -+ f 
contient p#2(Z)). Comme la variete Gr(B,, d) est complete, l’image de F,,,, 
par la projection dr; 8) + f contient pdQ(Z)). D’apres [4, Lemme 6.4.31, 
pour tout t = cf, &) tel que f soit dans p,@(Z)), x(t) est egal a r&(f). 11 
resulte de ceci que la fonction (0: sur pJ.f2(Z)) est rationnelle. La fonction 
t -+ x(t) est continue sur F,,,, muni de la topologie induite par la topologie 
produit de la topologie usuelle sur 0: par la topologie de varitte C” 
compacte sur Gr((fjx, d). Par suite, la fonction f + c&(f) est continue sur 
p#2(Z)) muni de la topologie induite par la topologie usuelle de 0;. Pour 
tout y dans Z et pour tout f dans p,@(Z)), y . (U - &,cf)) est dans 
y . (Zdf)/Zn U((li,))=Z(y . f)/Zn U(BJ. Comme y . u =&)u, on a: 
&,(y . f) = x(y)-’ rp'Jf ). Laction q, est done semi-invariante de poids x, 
rationnelle et continue sur n(Z) muni de la topologie induite par la topologie 
usuelle de 0:. Q.E.D. 
Dtmontrons la Proposition 11.2. 
(i) Reprenons les notations x, 8,, p,de la Proposition 11.1. Supposons u 
non nul. D’apres [4, Lemme 6.511, pour tout I dans n(Z), u n’est pas dans 
Z(pAZ))/Z n U(BJ. La fonction (oU ne s’annule done pas sur Q(Z). Supposons 
u dans Z’/Z et x non trivial. Soit I dans fl(I)\fi(Z). D’aprb la continuite de 
l’application de Dixmier, Z(Z) contient I. Comme I n’est pas dans Q(Z), Z(Z) 
contient I’. D’apres [4, Lemme 6.5.l],Z(pJZ)) contient I’ n U(BJ. Comme u 
est dans I’ n U(BJ/Z n U(BJ, q,(Z) est nul. Si x est trivial, u est scalaire et Z 
est maximal. D’apres la continuite de l’application de Dixmier, n(Z) est 
fermee. 
(ii) Soit u un element non nul de Z’/Z. L’espace vectoriel engendre par les 
y . u (y E Z) est de dimension finie. Comme Z est resoluble et irreductible, cet 
espace contient un semi-invariant non nul. Q.E.D. 
B. Soit rr une representation unitaire factorielle de G. Notons B la 
5P-orbite de @* associee au noyau de z. Avec les notations de I, on a: 
d = @(Ker n). Supposons que l’idial Z ci-dessus est le noyau de zoo. D’apris 
17, Ch. II, Lemme II. 11, l’orbite n(Z) est Z. (il), pour tout Z dans 8. D’aprb 
I, l’idbal Z est invariant par l’involution u --) u * de U et cette dernibe d&it, 
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par passage au quotient, une involution de U/Z, notke v + v*. DCsignons par 
8, l’ensemble des X de 8 pour lesquels [X, U] = 0 pour tout semi-invariant u
de U/Z tel que u = u *. 11 est clair que 8, est un idCal de 8. 
PROPOSITION 11.3. 
(i) L’ideal C 0 6, de 8, coincide avec Pensemble des elements X de 
6,pour lesquels [X, u] = 0 pour tout semi-invariant 1.4 de U/Z tel que u = u*. 
(ii) Notons p, la projection canonique de 8* sur le dual 0: de (5,. 
Alors Porbite de G, G + 8, est egale a p;‘(p,(G . 8)). 
(iii) Dbignons par G, la composante neutre (pour la topologie induite 
par la topologie usuelle de GL(B)) de l’enveloppe algebrique du sous-groupe 
de G engendre’ par la famille (exp(ad X)); X E 0,). Alors pour tout f dans 
p,(c’ . 8), l’orbite G, . f est fermee dans 0:. 
La dkmonstration de cette proposition utilise deux lemmes. 
LEMME 11.2. Soit u un semi-invariant non nul dans U/Z. Notons x son 
poids. 
(i) L’element u* de U/Z est un semi-invariant. Notons x* son poids. 
Alors la restriction de x* a G coincide avec celle de f. 
(ii) Pour tout 1 dans Q(Z) n (iB*), (~~~(1) est Pgal a p,(l). 
Supposons que u est dans Z’/Z et que l’orbite G . B n’est pas fermee 
dans 8*. 
(iii) Notons G, le noyau de la restriction de 1x1 a G’ et 8, l’ensemble 
des X de 8 tels que exp(ad X) soit dans G,. Alors le groupe G,, est connexe, 
de codimension 1 dans G, et le sous-espace C @ 8, de (tj C est Pensemble des 
points de 8, qui stabilisent u*u. 
(iv) Designons par G . d l’adhe’rence de G’ . B pour la topologie 
usuelle de 8*. Alors la fonction 1-t ~,~,(il) sur G . B est semi-invariante de 
poid&/c, strictement positive sur G’ . 4, nulle sur G . @\G . B et continue 
sur c’ . 4 muni de la topologie induite par la topologie usuelle de 6*. 
(v) Pour tout 1 dans G .8, l’orbite 6, . B est fermee dans 8*. 
Demonstration. 
(i) Notons dx la diffkrentielle de x et 1 la forme linkaire dx 0 ad sur @ c. 
Pour tout X dans a,, on a: [X, u] = A(X)u. Appliquant l’involution v + v* 
aux deux membres de cette igaliti, il vient: [x, u] = n(X) u. L’ilCment u* est 
done un semi-invariant d’aprks [23, Lemme 3.81. Pour tout v dans U/Z et 
pour tout g dans c’, on a: (g . v)* = g. v*. 11 vient done x*(g) =x(g). 
(ii) Notons 8, le noyau de 2. L’iddal %est l’ensemble des X de Gi, tels 
que [X, u*] = 0. La sous-algkbre U(B,n Ox) est invariante par l’involution 
v + v*. D’aprh [2, Lemme 6.5 et Satz 6.11, u et u* sont dans le centre de 
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Lr(Q/7 $)/Z f7 U((S,n (5,)_DCsignons par p’ la projection canonique de 
O*, sur le dual de O,~T 8,. D’aprts [4, Prop. 2.6.5 et Lemme 6.5.11, 
u - cp,(f) et U* - o,,(f) sont dans Z(p’(Z))/Zn U(G,n d,).L’ideal B,n s. 
est le complexilii d’un ideal 8’ de 8 et p’(Z) appartient i i(W)* oti (@‘)* est 
le dual de 8’. Les remarques de 1 prouvent que Z(p’(Z))* =Z(p’(Z)). 
L’element U* - p,(Z) est dans Z(p’(Z))/Zn U(@,n%,) et cp,,(Z) est egal a 
cp,U)* 
(iii) L’orbite i(G . d ) itant une composante connexe de O(Z)n iB*, 
I‘orbite 0(Z) n’est pas fermee. D’apres I’assertion (i) de la Proposition II.2 et 
d’apres ce qui precede, la fonction (p,,*,, = (P,,*v)~ n’est pas nulle. Le semi- 
invariant u*u n’est done pas nul et d’apres I’assertion (iii) de la 
Proposition 11.2, le poids de u*u n’est pas trivial. 11 resulte alors de (i) que 
1x1 n’est pas trivial sur G. L’image de e par 1x1 &ant R + , c0 est connexe et 
de codimension 1 dans e. L’ensemble 8, est l’algebre de Lie du noyau de 
I’homomorphisme 1x1 0 Ad de G dans iR*, . D’apres (i), pour tout X dans 8,,, 
[X, u*u] = 0. Comme u*u n’est pas un invariant, 8, est de codimension 1 
dans 8, et l’ideal C @ 8, de Vii, coincide avec l’ensemble des X de tI!c tels 
que (X, u*u] = 0. 
(iv) Si 1 est dans G . @\C . 8, l’orbite Z. (il) est de dimension stric- 
tement inferieure Q la dimension de l’orbite Z . (i@), done i(G .@\e . @) est 
contenu dans ma(Z). L’ assertion (iv) resulte alors de l’tgalite 
cp u’u = vlu*cpu. des assertions (i) et (iii), de Proposition II. l(v) et de 
Proposition 11.2(i). 
(v) La fonction cp,e positive en 1, l’orbite e,, . 1 co’incide avec l’en- 
semble des points 1’ de G . d tels que p,*,(Z’) = o,*,(Z), d’apres (iv). D’apres 
la continuite de cp,*“, l’orbite 6, . I est fermee dans (5”. Q.E.D. 
Si X est dans 8, et si u est un semi-invariant de U/Z tel que u = U* et 
]X, u] = 0, alors [x, U] = 0. De ceci resulte l’assertion (i) de la 
Proposition 11.3. 
LEMME 11.3. Reprenons les notations ci-dessus. Dbignons par G, le 
sous-groupe analytique de G, d’alggbre de Lie 8,. 
(i) Le groupe G, est l’intersection de tous les stabilisateurs dans G 
des semi-invariants u de U/Z tels que u = u*. En particulier, G, est fermP 
dans G. 
Soient 1 dans e . B etf = p,(l) = l,,. 
(ii) Le groupe G(f) est contenu dans G,. 
(iii) Notons 0: respace des formes linkaires sur 8*, nulles sur 6,. On 
a: G(f ),, . I= 1 + 0:. 
(iv) Le groupe G(f) est kgal ci G(1) G(f )o, 
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Dkmonstration. 
(i) Designons par H cette intersection. Comme H est ferme et contient 
[G, G], il existe un sous-groupe ferme, connexe de G tel que H’/H soit 
compact. D’apres l’assertion (i) du Lemme 11.2, si x est le poids, dans G, 
d’un semi-invariant u de U/Z tel que u = u*, alors les valeurs de x sont reelles 
et positives. Comme x est trivial sur H, il est trivial sur H’. Le groupe H’ est 
done egal 1 H et H est connexe. Par suite, H = G,. 
(ii) Soit u un semi-invariant non nul de U/Z tel que u = u*. D’apres [2, 
Lemme 6.5 et Satz 6.11, u est dans le centre de U(C 0 (Ii,)/ZfT U(C 0 8,). 
D’apres [4, Lemme 6.5.11, u - p,(d) est dans Z(if)/Zn U(C @ 0,). Si g est 
dans G(J), Z(zj) = Z(ig . f) et q,(U) = q,(ig . 1). L’element g est done dans le 
noyau du poids de vu. D’apres (i), le groupe G(J) est contenu dans G,. 
(iii) 11 rtsulte de (ii) que O(f) est contenue dans 8,. Notons r l’entier 
dim 8 - dim 8,. 11 est clair que dim Odf) - dim @(I) < r. 11 existe une suite 
croissante (B”‘),<i~, d’ideaux de 8 telle que: 0”’ = B,, @j(r) = 8 et 
dimB”t”-dim8”‘= 1 (O<i<r- 1). Notonsfi (O<i<r) la restriction 
de I a 8”’ (I = f,, f = fo). Les entiers dim 8”’ - dim O”‘df;:) (0 < i < r) sont 
pairs. Comme O(J) est contenue dans 8,, on a: B”‘dfi) = SY;:) (0 < i < r) 
et dim O(Ji) = dim OY;., ,) + 1. Par suite, dim O(f) - dim Q(f) = r. L’orbite 
G(f), .l est done ouverte dans 1 + 0:. Pour g dans Gdf),, on a: g . 1= 
1+ w(g) avec w(g) dans 0:. L’application g --t w(g) est un homomorphisme 
du groupe Go0 dans le groupe additif (O:, +). D’apres ce qui precede, 
l’image de cet homomorphisme st un sous-groupe ouvert de 6:. Elle est 
done Cgale a 0: et Gdf), . I = 0:. 
(iv) resulte de (iii). Q.E.D. 
Achevons la demonstration de la Proposition 11.3. L’assertion (ii) resulte 
de I’assertion (iii) du lemme pricdent. En outre on a: p;‘( p,(c, . I)) = c, . I, 
pour tout 1 dans G. 8, d’apres l’assertion (ii) de ce lemme. D’apres les 
assertions (iii) et (v) du Lemme 11.2, il existe un sous-groupe ferme Go de G, 
contenant G,, pour lequel l’orbite G, . I est fermee dans Q*, pour tout I dans 
G. 8. Pour tout I dans G . 8, l’orbite G, . 1 est fermle dans @* car elle est 
fermte dans Go . 1. D’apres ce qui precede, l’orbite G, . p,(l) est fermee 
dans 0:. 
III. MESURES ET FONCTIONS SEMI-INVARIANTES SUR 
LES ORBITES DE G DANS 6* 
On se donne dans ce paragraphe une orbite n de G dans @* et une 
fonction p continue et positive ou nulle sur l’adherence d de 52 dans @*. On 
suppose que v, est semi-invariante pour l’action de G dans d et que son poids 
x est rationnel. On note Go le noyau de x. 
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PROPOSITION III. Soient Q, 9, x, G,, comme ci-dessus et B l’adherence 
duns 0 dune orbite de G dans R. 
(i) I1 existe une mesure positive pp sur W, invariante par G. Cette 
mesure est unique ri un facteur multiplicattfpres. 
(ii) Si l’orbite R est fermee (Q = a), pour tout entier k, la mesure 
pk dP, deftnit une distribution temperee sur 8*. 
(iii) Si l’orbite R n’est pas fermee et si la fonction cp est nulle sur aQ, 
alors il existe un-entier k > 0 tel que, pour tout entier k’ > k, la mesure 
y”d& sur b deftnisse une distribution temper&e sur 8”. 
Pukanszky a prouve dans [ 171 que lorsque 0 est fermee dans 8*, il existe 
SW Q une mesure invariante par (: qui dlfmit une distribution temperee sur 
O*. Pour demontrer cette proposition, nous reprenons les idles developpees 
par Pukanszky dans [ 17, Sect. 2 et 51 et dans la demonstration de [ 16, 
Lemme 8, p. 1081. 11 resulte de l’assertion (iv) du Lemme II.2 qu’il existe des 
fonctions q,, comme ci-dessus, veriliant la condition de l’assertion (iii). Avant 
d’aborder la demonstration, nous ferons quelques rappels sur la structure de 
e. Notons 6 l’algebre de Lie de e, N le radical unipotent de 6 et 9 son 
algebre de Lie. D’apres [21, Theoreme 41, c est le produit semi-direct de la 
composante neutre T&l?) du groupe T(R), des points reels d’un tore T defini 
sur R, par fl. Notons T, la composante anisotrope de T, T,, la partie 
deployee de T, M la composante neutre du groupe des points reels de T, et A 
la composante neutre du groupe des points reels de Td. On a T,(lR) = MA et 
G=MAN. Le groupe M est un sous-groupe compact maximal de e. 
Designons par 93 (resp. 3) l’algebre de Lie de M (resp. A), par 8 l’ideal 
‘u @ 3 de & et par H le sowgroupe analytique de e d’algebre de Lie 8. 
Comme x prend des valeurs reelles, x est trivial sur M. Notons H, le noyau 
de la restriction de x a H et sj, l’algebre de Lie de H. 
LEMME III. 1. Reprenons les notations ci-dessous et posons ‘8, = 8,, n ‘u. 
(i) II existe une base (v, ,..., v,,) de 8” duns laquelle les elements de 8 
(resp. ‘3) sont represent&, via la representation coadjointe, par des matrices 
triangulaires infe’rieures (resp. diagonales). 
(ii) Pour une telle base de O*, il existe une base (X1,..., X9) de ‘u et 
des entiers mij (1 < i < q, 1 < j < n) tels que: Xi . vi = mijvj. Si 3, est 
distincte de 3, on peut choisir la base (X1,..., X,) ci-dessus de faqon que 
(X*,..., X,) soit une base de 3, et que la dt@&entielle de x prenne une valeur 
entiere non nulle en X,. 
Demonstration. L’assertion (i) rtsulte de ce que Td est deploy sur R et 
du thtoreme de Lie. Montrons l’assertion (ii). L’algebre de Lie U &ant 
algebrique, elle contient les repliques de tous ces elements. Si X est dans ‘3, 
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on peut trouver une replique X’ de X dont les valeurs propres sont entieres. 
Soit (Xi ,..., X,,) une famille libre d’elements de ?I dont les valeurs propres 
sont des entiers. Si q’ <dim VI, il existe X’ dans ‘u tel que la famille 
(X ,,..., X,,, X’) soit libre. On a: Xi.vj=mijvj (mijEZ; l<i,<q’, 
1 < j < n) et X’ . vi = a; vi (1 < j < n). Considerons la matrice J = {aij : 
1 < j < II, 1 < i < q’, aij = mij si i Q q’ et u4, + I,j = aj }. 11 existe un mineur 
d’ordre q’ + 1 qui est non nul. On peut alors trouver une replique X de X’ 
dont les valeurs propres (aj ; 1 ,< j < n) sont entieres et telles que la matrice, 
obtenue par substitution des aj (j= l,..., n) aux a;, dans M, ait un mineur 
d’ordre q + 1 non nul. On construit ainsi une base de VI verifiant la condition 
du lemme. Supposons ?I,, distincte de VI. Le caractere x &ant rationnel, 
l’algebre de Lie VI,, est algebrique. Le raisonnement precedent montre qu’il 
existe une base (Xi,..., X,) de U dont tous les elements ont des valeurs 
propres entieres et telle que (X,,..., X,) soit une base de VI,,. A l’element X, 
correspond un groupe a un parametre algebrique de Td. Le caractere x &ant 
rationnel, il existe un entier v tel que l’on ait: (exp(fX,)) = e’“, pour tout t 
dans IR. L’ilement X, n’etant pas dans 2I,,, v est non nul. Q.E.D. 
On conserve les notations precidentes et on reprend la demonstration de 
[ 16, Lemme 8, p. 1081. Dans ce qui suit, on suppose la fonction q non nulle. 
Soit I dans 8. 11 est clair que @i(1) n 5 est contenue dans eO. On peut 
supposer qu’il existe un entier p (1 < p < q) tel que le sous-espace de ‘?I 
engendre par X, ,..., X,, soit un supplementaire de &(I)n 8,, + 9 dans 8. 
Disignons par (Y, ,..., Y,) une base d’un supplementaire de 6(l) n 9 dans 9. 
Posons: g(T) = exp(t,X,) ..a exp(t,X,) (T = (tl ,..., tJ appartenant a W) et 
h(Z) = exp(2, Y,) ... exp(z, Y,) (Z = (z, ,..., z,) appartenant a W). On 
suppose que la famille (Y, ,..., Y,) est choisie de maniere que l’application 
2 + h(Z). I soit un diffeomorphisme de IRS sur N . I [ 15, Remarque, p. 1211, 
Pour l,<j,<n on a: g(T) * Vi = exp(Lj(T)) Vi od Lj(T) = Cy=- 1 fimij. 
Comme N est unipotent, on a: h(Z) . I= CJ= i Pj(Z) vj ou les fonctions Pj 
(1 < j < n) sur IR” sont polynomiales. Posons: -ai = inf(O, inf(mij)) 
(l<i,<p), pij=ai+mij (l<i<p, l<jjn) et ui=efl (l<i<p, 
t , >..., tp E IR). Nous obtenons: 
g(T) h(Z) . I = ~ Ua, ’ up”” Us” ... U~Pj(Z) Vjs 
I<j<n 1 ‘** 
Pour simplifier les notations, nous poserons: 
190 JEAN-YVES CHARBONNEL 
(1 < j,<n, ZE IRS, u ,,..., up E RI). Choisissons un produit scalaire sur 8*, 
invariant par M et notons 11 . 11 la norme associte. 
LEMME 111.2. Reprenons les notations ci-dessus. 
(i) L’application (ul ,..., up, Z) + c= 1 Q,(u, ,..., up, Z) Vj est un 
dtJj2omorphisme de (lRT)p x IRS SW Q. 
POSO~S R(u, T*.*) up, Z) = IIcj”=l &(u, ~***~ up,Z) v/l12* 
(ii) Si l’orbite R est fermee, pour tout (eI ,..., ep) duns {f l}“, la 
quantite R(u, ,..., up, Z) tend vers +co, quand Cyzl zf + CyzI ufEi tend vers 
+a. 
(iii) Supposons 0 non fermee, p nulle sur Q\L! et la famille 
(X , ,..., XJ choisie de maniere que (X, ,..., X,) soit une base de 3, et la valeur 
de la dijjferentielle de ,y en X, soit positive. Alors il existe un entier positif k’ 
tel que pour tout (E, ,..., sP) duns (f 1 }” on ait: 
lim x zt + x uf’l 
l(i(s l<i<p 
= fco * lim(l/u,)(l + R(uI,..., u~,Z))~‘= +a. 
Demonstration. 
(i) D’apres le choix de l’application Z + h(Z), pour montrer (i), il suflit 
de montrer que l’application (T, x) -+ g(T) . x est un diffeomorphisme de 
IRPxm.l sur H-1. Comme 8=IRX,O...O[RX,O((~(l)+~)n6,) 
et comme g(T f T’) = g(T)g(T) pour tout T, T’ dans Rp, l’application ci- 
dessus est un diffeomorphisme local de Rp x m. 1 sur H . 1. 11 resulte de 
l’assertion (i) du lemme 111.1 que le groupe H est exponentiel. Par suite g(T) 
est dans e(l) m n H = H(1) Icf si et seulement si T est nul. L’application 
(T, x) -+ g(T) . x est done injective. 
(ii) 11 resulte de (i) que l’image d’une partie de (lRT)p x IRS par l’ap- 
plication (u, ,..., up, Z) -+ xi”= 1 Qj(r4 i ,..., up, Z) vi est bornee si et seulement si 
cette partie est bornee, d’oti l’assertion. 
(iii) L’algebre de Lie 8 t t 1 b e an a ge rique et x &ant rationnel, l’algebre de 
Lie g,, est aussi algebrique. Pour tout x dans R, l’orbite H, . x est localement 
fermee dam (5* et le sous-groupe G(x) HO de G est ferme dans (7,. La 
demonstration de l’assertion (v) du Lemme II.2 prouve que pour tout x dans 
52, l’orbite G,, . x est fermee dans 6 *. Pour tout x dans K4’, l’orbite H, . x est 
fermee dans 8*. 
Soit (cl ,..., sP) dans { f 1)“. Pour tout u, dans IRT, l’orbite de 
exp((log(u,)X,) . I par HO est l’image de (IF?;>“-’ x IRS par l’application 
(U I Y..Y up 3 z> + cj”= 1 Qj(, 1 Y*.? up, Z) vj. 11 resulte de (ii) que: 
lim \‘ zf + 
I<?<, 
x ufEi = $03 3 lim R(u ,,..., up, Z) = +a. 
l<i<p 
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Posons: &4,) = inf(l + R(u ,,..., up, 2); u ,,..., up E IRT, Z E IRS) (ui E R*,). 
L’ensemble { 01, u , ,...) u,, Z); ,u E IR, u, > 1, u, )...) up E IR; ) z E IRS, p = 
1 +R(u , ,..., up, Z)} est une partie semi-algebrique de RStp+‘. Son image par 
la projection 01, 24, ,..., up, Z) + 01, u,) est une partie semi-alglbrique de R2, 
d’apres le theoreme de Tarski-Seidenberg. II existe done un nombre fmi 
ui,..., (T, de systemes d’egalites et d’inegalites polynomiales tels que chaque 
point (,u, u,) de l’image ci-dessus satisfait l’un, au moins des oi (1 < i < r). 
On peut supposer que chaque point @(u,), u,) satisfait l’un des ui (1 < i < r’; 
J < r). Dans chaque ui (1 Q i < r’) figure au moins une Cgalite. En effet dans 
le cas contraire, il existerait un couple 01, 24,) tel que p soit strictement 
inferieur a I. Notons Q le produit des polynomes correspondants a une 
egalite dans Pun des ui (1 < i Q ti). 11 existe un polynome irreductible Q’ 
divisant Q tel que pour u, assez grand, on ait: Q’(,u(ui), u,) = 0. Utilisant un 
dheloppement de Puiseux, on trouve: I =Auy( 1 + o(l)) quand ui tend 
vers +co. Montrons que a est strictement positif. Dans le cas contraire, il 
existerait une suite {u,(m)},,, de nombres reels, tendant vers +oo telle que 
la suite MG(~>),~~ soit bornee. D’apres ce qui precede, il existe 
(u,(m),..., up(m), Z(m)) dans (lRT)p-’ x W tel que l’on ait: ,u(u,(m)) = 
1 + R(u,(m),..., u,(m), Z(m)). On peut supposer que la suite 
CCj”=l Oj("l(m)~***~ up(m), z(m)) ujJmcN tend vers I’ quand m tend vers +co. 
11 vient: q(CJ= 1 Qj(uI(m),..., up(m)y Z(m)> uj) = exp((& XI> lOiS(u~(m))) P,(O 
(la differentielle de x est &) et la suite {(~(z,i $(u,(m),..., up(m), 
‘trn)) uj>lmHk converge vers (o(V) quand m tend vers +co, car IJJ est continue. 
L’entier (&,A!,) &ant strictement positif, on aboutit a une contradiction. 
Pour tout entier positif k’ tel que k’a > 1, on a: 
= +co * lim(l/u,)(l + R(u, ,..., u~,Z))~‘= tco. Q.E.D. 
Soit dm la mesure de Haar de masse totale 1 du groupe compact M. 
Notons fi la mesure sur R definie de la facon suivante: 
x (I/u, a.. up) du, ..a du, dZ dm 
oti w est une fonction continue a support compact sur 52 et dZ est la mesure 
dz, -.e dz, sur KY. 
LEMME 111.3. 
(i) Pour un choix convenable de la famille (Y, ,..., Y,), la mesure ,u 
est invariante par G. 
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On suppose la mesure ,u invariante par G. 
(ii) Si Porbite R est fermke dans 8*, pour tout entier k, il existe un 
entier positif k, pour lequel on a: 
5 
rpw” 
0 (1 + I141Z)k1 dp(x) < sot). 
(iii) Si Porbite 12 n’est pas fermt!e et si la fonction cp est nulle sur Q\G 
alors il existe un entier positif ou nul k tel que pour tout entier k’ > k, on 
puisse trouver Un entier k, pour lequel on a: 
I 
d-4” 
o (1 + llX)(*)kl ‘dx) ’ +O”* 
Dimonstration. Notons v la mesure, sur He 1, image de la mesure 
(l/u, a.. up) du, . . . du, dZ sur (IF?: )” x IR” par le diffkomorphisme: 
(u 1 3*-*3 up 3 z, + xi”= 1 Qj(, 1 3**-3 u,,Z) vj de (IRT)p x F?” sur He 1. Le groupe 
A4 &ant compact, la norme 11 . I( &ant invariante par M et l’orbite H . 1 &ant 
localement ferm6e dans 6*, il suEit de montrer que, pour un bon choix de la 
famille (Y, ,..., Y,), la mesure v sur H . 1 est H-invariante et qu’elle satisfait 
les assertions (ii) et (iii) pour l’orbite H . 1. 
(i) D’aprks [ 15, Remarque, p. 1211, on peut choisir la famille 
(Y , ,**., Y,) de fagon que l’image de la mesure dZ sur IR”, par le 
diffkomorphisme: Z + CJ= 1 oj( l,..., 1, Z) vj de IR” sur fl. I, soit invariante 
par fl. Choisissons ainsi la famille (Y,,..., Y,). Soient g,, dans H et y’ une 
fonction continue A support compact sur H . 1. D’aprks la dkomposition 
!?j=lRX,@... 0 RXp 0 (Q(I) + 5l f7 .!j), on a: g, = gb exp(tyX,) ... 
exp(tiX& avec g, dans G(l) mf7 H et ty,..., ti dans m. 11 vient: 
go . 
( 
2 Qj(U, )a**) Up3 Z) Vj 
j=l ) 
= 
& * 
( 
i &(Ul exp(ty),..., UP exp(ti), Z) vj 
j=l 1 
5 
w(go . x> dv(x) = 
I 
WC gb . x> dv(x)- 
H.1 If.1 
De l’tgalitt (1, [g . X, g . Y]) = (1, [X, Y]) pour tout g dans e(l), pour tout 
X et tout ..y dans (6(l) + a) n b, on tire )det(Ad,~,,+mmnb/9~,~ g)l = 1,pour 
tout g dans H(1). 11 existe done sur Ij. 1 une mesure invariante par H(1) m. 
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Comme la mesure N-invariante sur N . 1 est unique, au scalaire multiplicatif 
pres, la mesure qui provient de dZ est invariante par H( 1) m et on a: 
i W(8ll * x> de) = I v(x) de). H./ H./ 
Prouvons (iii) avant (ii). 
(iii) On reprend les notations du lemme precedent. Posons J, = [ 1, +co [ 
et J_ = IO, 11. Montrons que pour tout (cl ,..., sP) dans {f 1 }p, il existe un 
entier k, tel que pour k” superieur ou egal i k,, on ait: 
On reprend le raisonnement de [ 16, p. 1111 et celui de l’assertion (iii) du 
Lemme 111.2. Posons: 
On a alors: r(r) = Brb(l t o(1)) quand r tend vers too. D’apres l’assertion 
(iii) du Lemme 111.2,b est une constante strictement positive. Si k, est un 
entier tel que bk, soit strictement superieur a p t s, on a: 
II existe done un entier positif ou nul k tel que l’on ait: 
44”’ 
(1 + IIXI12)k’(W’,) kl dv(x) ’ +Oo9 pour k, > k. 
(ii) Si a, est constante ou si k est nul, le raisonnement de [ 16, p. 11 l] 
prouve (ii). Supposons cp non constante. Soit k un entier quelconque, non nul. 
On choisit la base (X1,..., X,) de U (cf. Lemme 111.1) de man&e que 
(X2 ,-.., X,) soit une base de ?I, et que la valeur de la differentielle de x en X, 
soit du signe de k. La demonstration de l’assertion (iii) du Lemme III.2 
prouve qu’il existe un entier positif k’ tel que pour tout (cl ,..., EJ dans { f 1)” 
on ait: 
lim f zt + T7 ufEi = +co * (l/u,)(l + R(Ui,..., u,, Z))“’ = +-co. 
i=l i+Fl 
La demonstration ci-dessus prouve alors l’assertion (ii). Q.E.D. 
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Demontrons la Proposition III. L’application g-+ g . I de G sur &J detinit 
par passage au quotient un homeomorphisme de G/G(Z) sur R. Notons G, 
I’adherence de G(Z)(Ad G) dans G. Pour x dans J2, l’orbite G, . x est fermee 
dans a et on a: @ = G, . 1. Supposons la mesure y invariante par G. D’apres 
13, Sect. 3, Theoreme 21, il existe une mesure pi sur R/G, et, pour presque 
tout B dans 0/G,, une mesure /IF, sur 0, invariante par G, et portte par b’, 
telles que l’on ait: 
pour tout y dans L’(0, &). Si l’orbite R n’est pas fermee t si a, est nulle sur 
a\fl, alors d’apres l’assertion (iii) du Lemme 111.3, il existe un entier positif 
ou nul k tel que, pour tout entier k’ > k, il existe un entier k, pour lequel on 
a: 
I 
cp(x>“’ 
R (1 + IlxIIZ)k~ 4$4x), 
pour presque tout 0’ dans n/G,. Choisissons b’ dans .R/G, sur lequel il 
existe une mesure positive, G,-invariante, pp,, satisfaisant la condition ci- 
dessus. II existe g dans c tel que d = g . 8’. Notons /3@ la mesure sur 8, 
image de BP, par l’application x -+ g . x de @’ sur 4. La mesure Pa est 
positive, G,-invariante et satisfait la condition: 
5 
p(g-’ *x)“( 
d&(x) < + 00. 
F (1 + Ilg-’ . xl12)k1 
Comme v(g-’ . x) =x(g) (P(X), 1 a mesure (ok’ dpfl sur 8’ delinit une 
distribution temperee sur 8*. L’homeomorphisme canonique de Gi/e(Z) sur 
B definit un isomorphisme lineaire de I’espace des mesures G-invariantes ur 
B sur l’espace des mesures G-invariantes sur G@(Z). Comme G(f)(Ad G) 
est partout dense dans G,, toute mesure G-invariante sur B est proportion- 
nelle i ZIpa,. Les assertions (i) et (iii) de la proposition sont done demontrees. 
L’assertion (ii) se demontre comme l’assertion (iii) a I’aide de l’assertion (ii) 
du Lemme 111.3. Q.E.D. 
IV. FORMULES DE CARACT~RES 
On suppose, dans ce paragraphe, G simplement connexe. Les objets 
z, z(G)“, L’(n(G)“), Z, I’, u sont ceux de (I, C). On a note B l’orbite 
d(Ker rr) et PF un prologement C”, G-invariant, ne s’annulant pas sur ‘F de 
P> (cf. Section 1.C). Nous avons vu en (1I.B) que l’orbite n(Z) est Z. (i@) 
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(7, Ch. II, Lemme II. 1 ] et que la fonction I + rp,,,(il) sur B est positive et 
semi-invariante. D’apres la proposition III, pour tome mesure positive, G- 
invariante, /3@ sur 8, il existe un entier k positif ou nul tel que la mesure 
CJI~*~(~Z)~ d/?,(f) sur 4 delinisse une distribution temper&e sur 8*. 
PROPOSITION IV.l. Reprenons les notations 71, n(G)“, L’(n(G)“), I, I’, u, 
k, ci-dessus. Soient Y une trace SW z(G)” et v un reprhentant de u*u dans 
ww. 
(i) Pour tout ct dans .@(T’“), l’ope’rateur n(v” * a’) est ci trace 
relativement d x(G)“. 
(ii) On peut normaliser la mesure Pa sur B de manihe que Pan ait: 
!P@c(d * a-)) = j q~,&l)~ (aP, ‘)- (I) d/3,(Z), 
P 
pour tout a duns Q(F). 
(iii) L’application cp+ r(vk * (p) de g(G) dans z(G)” enuoie 
continz2ment 23(G) dans L’@(G)“). 
Soient I dans 4 et q dans $0 (cf. Section LB). Si l’orbite G 9 I est 
localement fermee dans 8*, on a G . I = d et on designera par B la mesure 
G-invariante sur 8, normalisee comme en [ 1, pp. 18-201. 
PROPOSITION IV.2. Reprenons les notations de la Proposition IV.1 et 
supposons n de type I. La reprthentation TC est alors quasi-t!quivalente ci 
$1, rl, 8, G), d est egal ci G . 1 et pour tout a dans g(T), on a: 
tr[n(L v, 8, G)(uk * @I = [W:Wl j cp,*,(ix)k @G’)- (x)@(x). m 
Pour demontrer ces deux propositions, nous ferons quelques remarques 
preliminaires. On reprend les notations @I et G, de (Section 1I.B) et on 
designe par f la restriction de I a 8,. 11 rlsulte de I’assertion (iv) du 
Lemme II.3 que le stabilisateur eduit G,(J) [ 18, p, 4921 de f dans G, est 
egal a G(I) Gdf),. Si 8 est une polarisation positive en f dans (C 0 8,), 8 
est une polarisation positive en 1, d’aprts le Lemme 11.3. Le caractere r7 de 
G(Z) se prolonge alors de manike unique en un caractere 7’ de G,(f) dont la 
differentielle st X-, i(f, X) - l/2 trcouead X (A’ E O,(j)). Notons 7c0 une 
representation factorielle normale de G, dont le noyau dans C*(G,) est 
J((f, ~7’)) (cf. Section 1.B). Choisissons une base (X, ,..., X,) d’un supplemen- 
taire de 8, dam 8 et posons: g(t) = exp(t, X, + . . . + fdXd) 
(t = (t, ,...; td) E Rd). Notons rc; (t E Rd) la representation de G, dans 
I’espace &” de n, telle que n;(g) = nO(g(-t) gg(t)) (g E G,), R l’espace 
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L2(lRd;R0) des fonctions mesurables h sur R’ i valeurs dans 4 telles que 
J~IIh(t)l(*dt< +ccl (dt=dt, **a dfd) et 7~; la representation ls xi dt de G, 
dans R. On designe par rr’ la representation de G qui prolonge xb et telle 
que pour tout t dans Rd et pour tout h dans A?, on ait: (x’(g(t)) h)(s) = 
h(s - t). 
LEMME IV.l. Reprenons les notations ci-dessus. 
(i) La desintegration 7th = .ff$ xi dt est centrale. 
(ii) La representation 71’ est equivalente d indg, 7~~. 
(iii) La representation 7~’ est factorielle et le facteur R(n’) engendre 
par n’(G) est spatialement isomorphe d L(L2(iRd)) @ R(n,) OJ R(rr,) est le 
facteur engendre’ par x,,(G,). 
(iv) Si h est dans respace Z, des vecteurs C” de la representation 
T?, alors la fonction h est C” sur IRd. 
(v) Soient h dans 2, v duns U(B,)/I, semi-invariant tel que v = v* 
et v’ un reprksentant de v dans U(B,). Alors pour tout t dans IRd, on a: 
Mv’) h)(t) = dig(t) . 0 h(t). 
Demonstration. 
(i) Pour tout g dans G,, l’operateur xb( g) est decomposable. Comme la 
representation 7c,, est factorielle, le centre de l’algtbre de Von-Neumann R(nb) 
engendree par $,(G,) est contenu dans l’algtbre des operateurs 
diagonalisables. Montrons que les representations rri ont des noyaux deux i 
deux distincts. Soient t et t’ dans iRd. Si les orbites c1 . (g(t) . f) et 
G, . (g(t’) . f) sont &gales, les orbites (?I . (g(t) . 1) et G, s (g(t’) . 1) sont 
egales, d’apres le Lemme 11.3. Dans ces conditions, pour tout semi-invariant 
v dans U(B c)/Z tel que u = v*, on a: cp,(g(t) . il) = rp,(g(t’) . il). Par suite, 
g(t) = g(f) (mod G,), d ‘oi t = t’. II resulte alors de la Proposition I.2 que si t 
et t’ sont distincts, Ker rcb et Ker $,’ sont distincts. D’apres [9, 
Theorem 1.101, l’algebre des operateurs diagonalisables est contenue dans le 
centre de R(&). La d&integration est done centrale. 
(ii) L’operateur h + i;< g(t) g+ n,(g)- ’ h(t)) de 2 dans l’espace de 
indg, x0 rtalise une equivalence ntre les representations ’ et indg, rrO, 
(iii) Dans ce qui suit, nous identifions R au produit tensoriel hilbertien 
L2(IRd) @ 4. Pour demontrer l’assertion, il suffit de demontrer que le 
commutant de II’ est Cgal a IL+,) @R(Q)‘. Soit U un oplrateur qui 
commute a n’(G). D’apres (i) il est decomposable. 11 existe une fonction 
s + U(s), mesurable sur Rd, a valeurs dans R(z,)’ telle que pour tout h dans 
.F, on ait: (Uh)(s) = U(s) h(s), presque partout. Comme U commute aux 
operateurs x’(g(t)) (t E Rd), on a pour tout t dans Rd, U(s - t) = U(s) 
presque partout. 11 existe done U,, dans R(n,)’ tel que l’on ait: 
u= lL2(pd) 0 u,. 
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(iv) D’apres [6, Theorem 3.31, tout element de &“, est combinaison 
lineaire de vecteurs de la forme n(w) h ou v/ est dans g(G). Comme l’espace 
engendre par les fonctions w de la forme v(g(t) g) = a(t) VI(g) avec a dans 
g(R’) et w, dans @(G,) est partout dense dans B(G), on voit que tout 
element h de Rw est une fonction C” sur Rd. 
(v) D’apres 12, Lemme 6.5 et Satz 6.11, u est dans 
U(C 0 Q,)/If--l U(C @ 0,). P our tout t dans Rd, l’operateur (n,),, (v’) est 
une homothitie de rapport (o,(ig(t) . I). Par suite, x~(v’) h(t) = 
q,,(ig(t) . I) h(t), pour tout t dans Rd. Q.E.D. 
Dans ce qui suit, on identifie A?’ et L’(lRd) @RO. D’apres l’assertion (iii) 
du lemme precedent le facteur R(rr’) est Cgal a L(L’(R’)) @ R(rc,). Notons tr 
la trace usuelle sur L(LZ(lRd)). Soient ‘u, une trace non nulle sur le facteur 
R(n,) et Y la trace sur R(n’) telle que pour tout operateur positif A dans 
L(L2(iRd)) et pour tout operateur positif B dans R(n,), on ait: w’(A 0 B) = 
tr(A > WB). 
LEMME IV.2. Reprenons les notations ci-dessus. II existe une fonction Q, 
sur 8, analytique, G-invariante, partout non nulle sur T”, ayant les 
propriktks suivantes. Soient w un semi-invariant dans U(BJ/I tel que 
w = w* et w’ un reprhentant de w dans U(C!?& 
(i) Soit a dans g(T). Si PopPrateur 7c’(w’ * a’) est positifet si IMP- 
graze SP I v,W@Qi ‘I* @I d&(x) est convergente alors ropkrateur 
TT’(W’ * ~7) est ci trace relativement d R(n’). 
(ii) II existe une mesure positive, G-invariante, pB sur 8, ne d&pendant 
que de !P’, qui satisfait la condition suivante: Pour tout a dans g(T) pour 
lequel l’ophateur z’(w’ * 6) est ci trace et l’intkgrale (@ lq,,,(ix)(aQ; ‘)- (x)1 
dpp(x) est convergente, on a: Y(K’(w’ * 6)) = lb ~,(ix)(aQ~‘)^ (x) d@(x). 
Dkmonstration. 
(a) Dlsignons par 9I le plus grand ideal nilpotent de 8. Comme 8, est 
l’intersection des noyaux de differentielles de caracteres rationnels, 9l est 
contenu dans 8,. Notons I, la restriction de 1 a %. 11 existe une fonction 
analytique unique Q’F sur t?i(Z,,J + % telle que: 
1’. Q&(X + Y) = Qh(X) pour X dans 8(Z,) et Y dans !R. 
2”. Q@(X) = (det(sinh v(X)/V(X)))“~ au voisinage de 0 dans E((Iw), 
avec v(X)= 1/2(ad e,ecnX) pour X dans g(@ La fonction Q& est G- 
invariante. De meme, il existe une fonction analytique Q’$sur 8,(Zd + W telle 
que: 
lo. Q’+(X + Y) = Q’#) pour X dans @,(fd et Y dans ‘8. 
2”. Q”(X) = (det(sinh v,(X)/v,(X))“’ au voisinage de 0 dans 8,(/d, 
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avec am = VWa,,6,,f, X) pour X dans (5&). Si X est dans Q&), 
[X, cfj] est contenu dans (fjl, [X, S(J)] est contenu dans G(1) et on a 
(det(sinh v,(X)/v,(X))) = (det(sinh v(X)/o(X))). Par suite, la restriction de 
Q> a O,(fr,J + W est egale a Q’& D’apres [S, 4.1.5, p. 1181, la fonction Q’@ se 
prolonge en une fonction analytique sur (s, G-invariante, qui ne s’annule pas 
dans ?“. Notons Qpun tel prolongement. 
(b) Designons par Sg la mesure de Haar a gauche sur G, telle que pour 
tout rp dans L’(G), on ait: 
et 6X la mesure de Haar sur 6, telle que G(exp X) = j,,(X) 6X (1.9). La 
transformation de Fourier sur 6, est notee o --) rp-. On pose Y1 = T n 8, et 
K= 77-n G,. La restriction de la fonction Q, a 6, est G,-invariante et ne 
s’annule pas dans Y,. Si a est dans B(Y,), & est la fonction C”O sur G,, a 
support dans K telle que: &(exp X) = a(X) jG,(X)-‘. 11 est facile de voir que 
si a est dans @(7”), on a: (cS)]c,= (a, s). Notons @J l’adherence de G, . f 
dans r?, . $ D’apres la Proposition III, toute mesure G,-invariante sur @, 
definit une distribution temperee sur SF. D’apris [lo, Theo&me 5.2.31, il 
existe une mesure /3@,, G,-invariante, sur 4 pour laquelle on a: yl,(n,(&)) = 
jI-,(a(Q~~~-‘)‘-(x>dlJ,~x>, P our tout a dans a(Y,). La base (X, ,..., X,) 
d’un supplementaire de 8, dans 6 permet de plonger le dual de 6, dans 8*. 
Notons XT (i = l,..., d) la forme lineaire sur 6, nulle sur 6, et telle que 
(XT, Xj) = 6,. D’apres le Lemme 11.3, l’application (t, s, x) + g(s) . x + 
Cy=, tiXi (x E Fp,, t = (t ,,..., td) E Rd, s = (sl ,..., sd)E Rd) est un 
diffeomorphisme de Rd x Rd x 4 sur 8. La mesure Pa sur 8, image de la 
mesure (1/2~)~ dt ds d/I@, sur Rd x Rd x @,, est G-invariante. Pour t dans Rd, 
posons: 6(t) = / det(Ad g(t))\. 
(c) Soit cp dans g(G). L’operateur z/((p) est defini par le noyau continu: 
f&(s, 4 = SG, W) dg(s) kx(-4) aiT) & 6 E Rd7 t E Rd>. Montrons 
l’assertion suivante: Pour que l’operateur z’(o) soit a trace relativement a 
R(n’), il faut, et il suffit s’il est positif, que l’integrale Id 1 y/,(K,(s, s))] ds 
converge. Si z’(o) est a trace relativement a R(n’), on a: r&((o)) = 
j w KK(s, s>> ds. 
Supposons l’operateur n’(o) a trace relativement a R(ti’). Soient (Xn),,aN 
une suite croissante de compacts de Rd dont la reunion est Cgale a Rd et v/ 
dans L”(iRd). Pour chaque n dans n\J, notons xn la fonction caracdristique de 
X, et An l’operateur de Z definit par la multiplication par wx, . L’operateur 
J?,, = A,n(cp)A. (n E n\l) est defini par le noyau 
K&Y t) = w(s) VW x,(s) x,(0 %?(SY 0 
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et est a trace relativement i R(n’). Soient (f,},, N une base orthonormee de 
,C2(lRd), P, (m E N) le projecteur orthogonal de JC.‘(IF?~) sur le sous-espace 
engendri par f,,, et 9, le projecteur P, $3 1 x0 de A? Soit A,,, (m, n E N) 
l’operateur de & : 
L’oplrateur A,,, est dans R(z,) et on a: S,Xnpm = P, 0 A,,,. D’apres 
[ 10, Theoreme 5.2.3.1, l’application (s, t) -+ Klp(s, t) de IRd x IRd dans l’espace 
L’(R(n,)) des operateurs a trace relativement a R(q), muni de la norme 
trace, eSt COntinUe. OII a done: ty,,(A, .) = jRd lRdfm(f) f,(s) y,,(K,(s, t)) ds dt 
et I@(Y~X,T~) = JlRd (Rdf,(t)f,o I$,(K,(s, t)) ds dt. L’operateur Z, Ctant 
a trace relativement a R(n’), la serie C,,, v/‘(Y~X~Y~) est absolument 
convergente t sa somme est Cgale a I/(.~). 11 resulte du thlortme de 
Mercer que @(&) eSt &al a jRd tf,(K,(s, S)) ds. L’OphteUr d(q) &tnt 1 
trace relativement a R(n’), la suite { ~‘(jF”n)}~~~ est convergente t sa limite 
est ‘igale a la trace de la limite de {jFon},EN. L’integrale llffl yO(Kv(s, s)) ds est 
done absolument convergente t sa somme est &gale a @(n’(o)). 
Supposons l’opbrateur n’(o) positif et I’integrale l* ] y,JK,(s, s))] ds 
convergente. Pour tout s dans IRd, l’operateur K,(s, s) est positif. Reprenons 
les notations ci-dessus en supposant y= 1. D’apres le thloreme de Mercer, 
l’oplrateur Xn est a trace relativement i R(a’) et on a: ~‘(je;“,) =
j-md W@,(& s)) ds. La suite {-qJncN est croissante t converge fortement vers 
n’(o). L’operateur z’(o) est done a trace relativement AR(K’). 
(d) Soit a dans a(Y) telle que jp ( o,(ix)(aQp ‘)^ (x)] dl?(x) < +co. 
Posons o = w’ * C? et reprenons les notations ci-dessus. D’aprts I’assertion 
(v) du Lemme IV.l, pour tout s et pour tout t dans IRd, l’operateur K,(s, t) 
est egal a 
D’apres [ 10, Theortme 5.2.31, y~,,(K,(s, )) est Cgal i 
%4ds) .“I <<aQ,'),@,>" (g(s) - xl d&,(x), 
81 
car la fonction Q, est G-invariante. Pour tout (t, s, x) dans IRd X IRd X b,, 
on a: 
= <taQ;‘>,,>- (g(s) - xl. 
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La fonction x+ pw(ig(s) . x) (s E Rd) &ant constante sur b,, il vient: 
et 
jRd y/,(q,(s, s)) ds = j ~,@>taQi ‘I- (xl d&4x). 
n 
Les assertions (i) et (ii) du lemme resultent alors de (c). Q.E.D. 
On rappelle que v est un representant de U*U dans U(@c). Notons x le 
poids de u*u dans G. D’apres l’assertion (v) du Lemme IV.l, les operateurs 
n’,(v*) et n’&(v) commutent. Si a est dans g(F) et si xPk& est dans 
C*(G)‘, l’opirateur z’(uk * di) = [rr’,(z~*)~ rrheka’) n’,(~)~] est positif. Toute 
fonction Q dans g(T) est combinaison lineaire finie de fonctions pi dans 
g(Y) telles que x-“pi soient dans C*(G)+. 11 resulte de l’assertion (i) du 
Lemme IV.2 que pour tout a dans g(Y) l’optrateur rr’(uk * a’) est a trace 
relativement a R(n’). D’apres [6, Theo&me 3.11, toute fonction dans G(G) 
est combinaison lineaire tinie de fonctions de la forme cp * w avec rp dans 
g(G) et w dans g(W”). L’operateur n(uk * q) est done a trace relativement a
R(a’) pour toute v, dans g(G). Comme u*u n’est pas nul, il existe rp dans 
g(G) tel que n’(uk * (o) soit positif et non nul. La representation 7~’ est done 
factorielle normale. 
LEMME IV.3. Reprenons les notations ci-dessus. On utilise la fonction 
v/ ,,,,, sur 0, d@nie en (Section IC). 
(i) Les reprhentations 7c et IC’ sont quasi-kquiualentes. 
(ii) Pour tout x dans 8, on a: p,*,(ix) = y,*,(x). 
Dkmonstration. 
(i) D’apres [20, Theo&me 1 p. 1191 et d’apres ce qui predede, il nous 
reste i montrer que 71 et 71’ ont m2me noyau. Soit B une polarisation positive 
en f dans C 0 O,, comme en Section I.B. D’apres le Lemme 11.3, $j est une 
polarisation positive en I et la representation (l, q,$, G) est equivalente i 
indz,z(f, q’, 8, G,). Les representations rc(f, q’, 8, G,) et rcO ont m&me 
noyau. Done, d’aprbs [ 19, Corollaires l-2 du Lemme 15, p. 991, les 
representations z(Z, q, 5, G) et indz, rc,, ont meme noyau. D’apres l’assertion 
(ii) du Lemme IV.l, les representations n(S q, 8, G), 71 et 71’ ont le mbme 
noyau et les representations rret z’ sont quasi-iquivalentes. 
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(ii) En proddant comme dans le Lemme IV.l, on voit que la reprisen- 
tation indg, ~r(f, q’, 4j, G,) est tquivalente a une representation ~‘(1, q, 5, G) 
dont I’espace est LZ(IRd;R(f, q’, 8, G,)). D’apres [22, Thtoreme 21, si h est 
un vecteur C” de la representation ~‘(1, q, 8, G), on a: 
(W(L rl, 8, G)), (0) h)(f) = v&g(t) + I) h(t) pour tout t dans W’. La 
demonstration de l’assertion (v> du Lemme IV. 1 prouve que 
((z’(& v, 8, G)), (v) h)(t) = rp,,,(ig(t) . I) h(t), pour tout t dans IRd. On a 
done: (o,,,(ix) = w,*,(x), pour tout x dans 8. Q.E.D. 
La demonstration des Propositions IV.1 et IV.2 necessite un dernier 
lemme. Rappelons que I’on a introduit dans le Lemme IV.2 une fonction 
analytique, G-invariante, Qp sur 0. 
LEMME IV.4. Reprenons les notations P,+ Qln, u, k, pr ci-dessus. Pour 
tout a dans g(F), on a: 
Dbmonstration. On a note !IR(B) l’ideal e(1) + [(ti, 81 et G, l’adherence 
de G(I)(Ad G) d ans G. Designons par u la projection canonique de 8* sur 
w(a)*. D’apres [ 1, 4.2, p. 231, pour tout x dans 8, x + !JJI(@)’ est contenu 
dans 0 et la restriction de la fonction x+ p,*,(ix) i x + W(8)’ defmit un 
homomorphisme rationnel du groupe additif 9JI(@)’ dans le groupe 
multiplicatif IRT. Cet homomorphisme st done constant et (p,,,(ix) (x E 8) 
ne depend que de a(x). Notons 8’ la G,-orbite a(B) et dlsignons par dy une 
mesure de Haar sur mm(@)“. D’apres (3, Section 3, Theoreme 2), il existe une 
mesure &, sur 8’ telle que pour toute fonction borelienne positive v, sur 8, 
on ait: 
\ F Y(X) d/-b(x) =I,, 1,,,,,1 cp(x + Y) dy 4%44x)). 
Notons dY la mesure de Haar sur !lJI(@) telle que pour toute rp dans g(6), 
on ait: Jmtlc )- q*(y) = Izncp, q(Y) dY. Pour tout a dans a(Y), on a: 
= I,, 4kW” J WY’)(Y) exp(i(x, Y>> dY@&(dx)) 
m(F) 
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et 
I (aQ/- ‘I- 6) cp,:,Wk GMx) I” 
= Jp, ‘~~*~(i’)~~~~~, (aQG'>(y> ewW 9) dY4M4x)). 
La restriction de e/n a %JI(@) &ant egale a celle de P,, on a le lemme. Q.E.D. 
Les assertions (i) et (ii) de la Proposition IV.1 resultent de l’assertion (i) 
du Lemme IV.3, de l’assertion (ii) du Lemme IV.2 et du Lemme IV.4. Notons 
)I . II1 la norme trace sur L’(n(G)“). L’espace L’(n(G)“), muni de la norme 
sup&4 I], I/A ljl) (4 E L’(n(G)“)), est complet. Si K est un compact de G, on 
note gK(G) le sous-espace des fonctions de g(G) i support dans K, muni de 
la topologie induite par celle de g(G). C’est un espace de Frechet et le 
graphe de l’application lineaire v, + ~(0~ * cp) de gK(G) dans L’(n(G)“), muni 
de la norme sup@4 I], [IA I] i), est ferme. Cette application est done continue. 
L’application cp + n(v” * p) de a(G) dans L’(lr(G)“), muni de la norme 
trace, est alors continue. Demontrons la Proposition IV.2. Avec les notations 
du Lemme IV.2, si l’orbite d est une G-orbite, l’orbite 4 est une G,-orbite. Si 
pF, est la mesure G,-invariante sur fl,, normalisie comme en [ 1, p. 18-201, la 
mesure /Ia sur b, construite dans la partie (b) de la demonstration du 
Lemme IV.2, est la mesure G-invariante sur b, normalisee comme en [ 1, 
p. 18-201. La Proposition IV.2 resulte alors du Lemme IV.2, de [lo, 
Theorime 4.2.3.31, du Lemme IV.4 et de I’equivalence de n(l, q, 8, G) et de 
ind:, n(f, rl’, sj, GA. Les Propositions I.3 et I.4 resultent des 
Propositions IV.1 et IV.2 et de l’assertion (ii) du Lemme IV.3. Le 
theoreme 1 est ainsi dlmontri dans le cas ou G est simplement connexe. Si G 
n’est pas simplement connexe, on reprend les notations I. 11 et on designe par 
dz la mesure sur 2, telle que tout point ait la masse 1. Si rp est dans g(G), il 
existe,/3 dans g(G,) telle que rp(o( g)) = lZ /I( gz) dz pour tout g dans G. On 
a alors TC 0 w(uk *p) = rr(uk * rp) et ~C(ZJ~ * rp) est dans L’(n(G)“). La 
continuite de l’application a, + n(uk * rp) se demontre comme dans le cas 
simplement connexe. 
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